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Problema teoreticd nr. 1 (10 puncte)
Masina lui Fred si Barney

Fred si Barney si-au construit o masina avand ca ,roti” doua prisme patrate identice (figura 1).
Rotile sunt perfect adaptate formei drumului B FZ

(care este o succesiune periodica a unor 3
denivelari identice), astfel incat centrul de masa
al masinii nu se deplaseaza pe verticala, atunci
cand Fred si Barney parcurg un astfel de drum.

Considera ca rotile nu aluneca niciodata pe
drum. In cursul miscarii masinii, muchia lunga a
unei roti ajunge mereu intr-o ,vale” a drumului;
wculmile” drumului sunt atinse dupa linii care
trec prin mijloacele fetelor dreptunghiulare ale
,rotilor”. Migcarea maginii incepe din varfurile a
doua denivelari. Initial, viteza de translatie
orizontala este v, . Figura 1

Greutatea totala a vehiculului, excluzand ,rotile” este M-g, distribuitd egal pe axele celor

doua roti. Presupune ca singurele forte care actioneaza asupra masinii sunt gravitatia si forta
de reactiune normala.

Sarcina de lucru nr. 1 - Energia cineticd a maginii

1.a. Determind expresia momentului de inertie J a uneia dintre roti fatd de axa proprie.
Fiecare roata are masa m si o sectiune transversala cu latura de lungime 2a.

1.b. Dedu expresiile pentru energia cinetica a masinii $i pentru viteza unghiulara a rotilor
acesteia, atunci cand:

i. masina se afla pe varful denivelarilor;
ii. masina trece cu fiecare roata in cate o vale.
Sarcina de lucru nr. 2 - Forma drumului

in schita din figura 2 este prezentata migcarea laturii de jos a sectiunii patrate a rotii pe
relieful elementar (curba care trece prin punctele x,,T,x, ).
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Figura 2
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Drumul reprezinta repetarea periodica a unor astfel de reliefuri elementare.

n sectiune, axa Ox a sistemului de coordonate trece prin vaile reliefului, iar axa Oy trece
prin varful denivelarii. AB reprezinta latura rotii, T este punctul de contact dintre roata si
drum, iar G reprezinta pozitia axului in pozitia initialda. A'B', T', G' au aceleagi semnificatii —
pentru o pozitie oarecare a rotii.

Se constata ca, in sectiune, axul rotii se afla intotdeauna pe verticala punctului de contact
dintre roata si drum.

2.a. Scrie o scurta explicatie referitoare la constatarea ca axul rotii se afla intotdeauna pe
verticala punctului de contact dintre roata si drum.

2.b. Determin& forma analitic y = y(x) a sectiunii drumului.
Indicatie:

Derivata y'(x) a functiei y = y(x) este panta tangentei la graficul functiei in punctul x .

Daci iti este necesar, ai in vedere ca J‘% = ln‘x+ Vx*-a*|+C.
x’-a
Jti recomanddm s& folosesti notatiile ch(x)= %; sh(x)= % cu proprietatea

ch?(x)-sh?(x)=1.

2.c. Dedu expresia pentru lungimea (pe orizontala) a unui relief elementar.
2.d. Determina expresia distantei minime intre axele rotilor masinii lui Fred gi Barney.

2.e. Precizeaza daca o masina cu roti in forma de prisma hexagonala regulatd convenabil
aleasa ar putea circula pe drumul a carui forma a fost determinata in cadrul sarcinii de lucru 2.b.,
fara ca centrul de masa al rotii sa se deplaseze pe verticald. Justifica raspunsul.

Sarcina de lucru nr. 3 - Accident
Presupune ca expresia analitica a formei drumului este de tipul y = k —h-ch(x/a), unde k
si h sunt doua constante.

3.a. Determina domeniul de valori ale vitezei orizontale de deplasare a masinii, Tn conditiile
stabilite in enuntul problemei.

3.b. Precizeaza modul in care depinde - de pozitia obstacolului - cantitatea de caldura care
se poate degaja prin ciocnirea plastica dintre masina lui Fred si acel obstacol. Imediat dupa
ciocnire masina se opreste. Justifica raspunsul.

3.c. Determina expresia caldurii eliberate in urma ciocnirii.

Sarcina de lucru nr. 1 - Energia cineticd a masinii - Solutie

1.a. Densitatea materialului rotii presupusa de lungime L este

_m_ 1
4a° - L (1)

Considerand o prisma elementaré cu laturile (L,dx,dy), momentul de inertie elementar, al
acestei prisme fata de axul propriu al ,rotii” este
szpﬂrz-L-dx-dy (2)

cu

p:
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r2=x%4 yz (3)
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Figura 3- Determinarea momentului de inertie

Deoarece
a Y a a°
I(x2+y2)dy=(x2-y+?J =2a-x2+2? (4)
a »
rezulta
a 3 3 3 a 4 4 4
IZa-x2+Za— dx=|2a.-% 122 .« _4a +4a _8a (5)
b 3 3 3 ), 8 3 3
momentul de inertie al rotii are expresia
a( a al a 4
m 2,2 m 2., .2 m 8a
J= -L- X<+ dx = — X<+ dx=—5-——
4a’L I[I( y)dy} 4a2_£(_ja( y)dyJ 42 3 .
2
JZZa -m
3

Expresia din relatia (6) reprezinta rdspunsul la sarcina de lucru 1.a.

1.b. In momentele in care roata masinii este ,in varf’ sau ,in vale” viteza de translatie a
axului de rotire v(t) - (care este si viteza de translatie a automobilului) - si raza instantanee
de giratie r(t) sunt perpendiculare. Legatura cu viteza unghiularé instantanee o(t) se face
prin relatia

v(t)=r(t) o(t) (7)

i. Deoarece in punctul de plecare raza instantanee de giratie este a, viteza unghiulara
instantanee in acest punct, @, ,are expresia

Yo

o =2 (8
Energia cinetica de translatie T, este
% (9

iar energia cinetica de rotatie T, in acelasi punct are expresia

2
Tr=21a)2=Jw2=2a LS
2 3

Energia cinetica totala T a masinii este

(10)
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2
T=n+T,=M+22mv2+233m-w2 (11)

La momentul initial cand v = v, si o L
a
Tozvg.[MerJrz_m):Vg.w (12)

Expresiile din relatiile (8) si (12) reprezinté rdspunsul la sarcina de lucru 1.b.i.

i. In vale, viteza de translatie v, este legata cu viteza unghiulara instantanee prin relatia

"4

v, =0y a2 (13)
v v

av2

Astfel, in punctul ,din vale” energia cinetica totala are expresia
2 2
T {("’”2”’) 2a” | 2a mj-a)f =(M+2m+27mj-a)‘f a? —o?.a? . SM8m (14)

COV:

Y 2 3 3

Energia potentiala a maginii nu variaza deoarece - conform enuntului - nu exista deplasare
pe verticald a centrului de masa. Intrucat nu exista forte exterioare, energia cinetica totala a
automobilului trebuie sa se conserve.

Deoarece energia cinetica se conserva, din relatiile (12) si (14) rezulta

[3M;8-m)wz_az:Vg_(3l\/l-;10mj (15)

v

Astfel

a)vzv_o. /3M+10m (16)
a \6M+16m

O analiza a rezultatului permite urmatorul set de comentarrii.
o Daca M >>m, din relatia (16) rezulta

Vo .
v a /—2 v 0 ( )

Rezultatul este firesc. Viteza de translatie este constanta daca rotile nu conteaza.
o Daca M <<m, din relatia (16) rezulta

Vo |5
=20, /_ 18
@ =g (18)

o Daca M =m, din relatia (16) rezulta
Vo |13

_Y |18 19
XT3 V22 (19)

Expresiile din relatiile (12) si (16) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 1.b.ii.

Sarcina de lucru nr. 2 - Forma drumului - Solutie

2.a. Daca forta de greutate ar avea un moment fatd de punctul de contact, s-ar produce un
transfer de energie potentiald gravitationala catre energie cinetica sau invers - ceea ce ar
contrazice ipoteza constantei energiei potentiale.

2.b. in imaginea din figura 4 este prezentatad migcarea laturii de jos a sectiunii patrate a rotii
pe relieful elementar — curba care trece prin punctele x,,T,x;.

Folosind indicatia rezulta ca
tga = -y'(x) (20)
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Deoarece

cosa=—01 (21)

J1+tg’a

rezulta ca

cosa = L (22)

1+ y'?
si deci
1 I a
G'T'= (23)
cosa
G!
B
a
aV2
c
A a C 3 a B
a
T'(x,
v (x.y)
B
Xs O b Xd N X

Figura 4. Vederea in sectiune a deplasérii rotii pe relieful elementar al drumului. Verticala
centrului de greutate al rotii trece prin punctul de contact dintre roata si drum. Roata nu
aluneca niciodata pe drum.

Coliniaritatea pe verticala a punctelor G' si T' revine la

y+a-J1+y? =aV2 (24)
sau
2
y’=1/(x/§—ﬂ 1 ( 25)
de unde
dy — +dx ( 26)

2

Din integrarea relatiei (26) se obtine ca

i§+go=ln(«/§—y/a)+\/(\/§—y/a)2—1‘ (27)
Deoarece pentru
x=0, y=a-(y2-1), (28)
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constanta de integrare este nula,

=0 (29)
si deoarece
y<alyz-1) (30)

ceea ce conduce la concluzia ca modulul este aplicat unei cantitati pozitive, expresia (27) se
poate rescrie succesiv ca

(«/E—y/a)+\/(x/§—y/a)2—1 =eig (31)

X 2
(e+a ~(Vz2- y/a)] - (V2 -y/af -1 (32)
L2 L2x L
e 1” - 2(\/§—y/a);¥ -2-L (33)
Saue a
y= a(\/E —ch (x/a)) (34)

Graficul functiei reprezentand ,relieful elementar” al drumului este prezentat in figura 5.

Figura 5 Relieful elementar al drumului

Expresia din relatia (34) reprezintéa raspunsul la sarcina de lucru 2.b.
2.c. Din forma (31) a functiei care descrie relieful drumului rezulta ca pentru y =0

J_rx=a-ln(x/§+1) (39)

Punctele extreme ale reliefului elementar al functiei sunt deci

Xs = —a'ln(\/f+ 1)
(36)
Xy = a-ln(\/EH)
intinderea pe orizontala a unui element al drumului, notata 2d , este
2d = |x, - x,| = 2a-In(y2 + 1) (37)

Expresia din relatia (37) reprezintéa raspunsul la sarcina de lucru 2.c.

2.d. Deoarece
2a-In[v2 +1)=176a < 242a (38)
cele doua roti nu s-ar putea roti daca s-ar afla pe doua elemente de drum succesive.
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Distanta minima dintre axe d,,, trebuie sa acopere pozitionarea la distanta dintre doua
elemente de drum separate de un al treilea, adica

Ay = 4a-In[y2 +1) (39)
Expresia din relatia (39) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 2.d.

2.e. Corespunzator expresiei functiei care da forma drumului rezulta ca,

y'=—-sh(x/a) ( 40)
In consecinta

y' (Xd ) =-1

i (4”

Rezultatul, care inseamna ca unghiul dintre tangentele la relief pentru doua ,dealuri’
. V4 . o .. ” o o . . o . .
succesive este de 5 asigura ,potrivirea” exacta a patratului in valea dintre doua reliefuri

elementare si trecerea de pe unul pe celdlalt, dar nu permite folosirea de roti cu sectiunea
hexagonala — oricare ar fi dimensiunea acestora pentru ca, in sectiune, unghiul dintre laturile

. . 2r
prismei hexagonale este 3
Precizarile de mai sus reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 2.e.

Sarcina de lucru nr. 3 — Accident - Solutie

3.a. Viteza de deplasare a centrului de greutate satisface relatia

d dx
Vg =—(GG')=— 42
Ve =g %)= (42)
In cursul deplasarii raza giratiei GC ajunge in pozitia G'C' rotindu-se cu unghiul
T
=—= 43
p=%-a (43)
Deoarece conform enuntului
a = arctg(~ y' (x)) (44)
viteza unghiulara a rotii este
ap da d d
=—=—-—=——Jarctg\- y')|=—|arctgly’ 45
o=—r=—r=—larctg-y)]=—larctg(y') (45)
d (ch(x/a)) 1 dx
w=—-—\arctg(sh(x/a)))=—-——"—24—.—. — ( 46)
gt (@rot9(sh (/) 1+(sh(x/a)? a dt
1 dx
= — 47
“ T ach(x/a) dt (47)
atunci cand roata evolueaza de-a lungul reliefului din deal in vale
0O<x<d=a-I(y2-1) (48)
si corespunzator
1< ch(x/a)<~/2 (49)
intre viteza unghiulara si viteza de translatie a ,rotii” exista relatia
. (50)

—_— Vg
a-ch(x/a) ©

in cursul deplasarii masinii energia potentiald a acesteia este invariabila.
Energia sa cineticdA T este suma dintre energia cineticd de translatie - (9)

T, =(M+2m). vé,/2 si energia cinetica de rotatie (10) - T, = J - »” . Astfel,
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(M +2m) ,

T=7}+T,=TVG,+J-a)2 (57)
2 2
T:(M+2m)vé'+2a m 1 Ve (52)
2 3 a-ch(x/a)
M+2m) 2 1
oz [l 2,1 53
G( 2 3 chz(x/a)] (59
La momentul initial cdnd x =0
ve(0)=v, ; ch(x/a)=1 ( 54)
M 5m
T, =v2. |2 20m 55

ceea ce verifica relatia (12)
In general, dependenta de pozitie a vitezei de translatia a maginii este data de

o[ 5)
o2,

2 3™ ch?(x/a)

Ve = (56)

La deplasarea din deal in vale, 0 < x<a- In(\/§+ 1) si corespunzator1 < chg <+2.

. , . X , y . -
In domeniul considerat ch— este o functie monoton crescatoare (derivata sa in acest
a

. X oy , .
domeniu, sh— , este pozitiva) si valorile extreme sunt cele din capete.
a

1 1

—<——<1 57,

2 ch?*(x/a) (57)
Valorile extreme ale acestei viteze sunt respectiv viteza initiala v, si viteza ,in vale”

VG'(d):VO'V3M+10m>VO (58)

J3M +8m

Precizarea de mai sus si expresia din relatia (58) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru
3.a.

3.b. Cantitatea de caldura aparuta NU depinde de pozitia punctului de ciocnire deoarece in
proces toata energia cinetica (constanta) a automobilului se transforma in caldura.

Precizarea de mai sus reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 3.b.

3.c. Cantitatea de caldura Q degajata este egala cu energia cinetica totala initiala a masinii.

szg(BMJermJ (59)

Expresia din relatia (59) reprezinta raspunsul la sarcina de lucru 3.c.

© Solutie propusa de:
Prof. Dr. Delia DAVIDESCU
Conf. univ. dr. Adrian DAFINEI
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