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Cosmic Inflation 

A. Expansion of Universe 

Question A.1 

Answer  Marks 

For any test mass ݉ on the boundary of the sphere,  

݉ ሷܴ ሺݐሻ ൌ െܯ݉ܩ௦/ܴଶሺݐሻ 		(A.1.1) 

where ܯ௦ is mass portion inside the sphere 

0.2 

Multiplying equation (A.1.1) with  ሶܴ and integrating it gives 

න ሶܴ ݀
ሶܴ

ݐ݀
ݐ݀	 ൌ

1
2
		 ሶܴ ଶ ൌ 	

௦ܯܩ

ܴ
൅  	ܣ

where ܣ is a integration constant 

0.6

Taking ܯ௦ ൌ
ସ

ଷ
  and	ሻ,ݐሺߩሻݐଷሺܴߨ ሶܴ ൌ ሶܽ ܴ௦  0.2 

൬
ܽ
ܽ
ሶ
൰
ଶ

ൌ
ܩߨ8
3

ሻݐሺߩ ൅
ܣ2

ܴ௦ଶܽଶሺݐሻ
 

0.2 

Therefore, we have ܣଵ ൌ
଼గீ

ଷ
  0.1 

Total  1.3 

 

 

 

 

 

 

 

Question A.2 

Answer  Marks 
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The  2nd  Friedmann  equation  can  be  obtained  from  the  1st law  of 

thermodynamics  : 

ܧ݀ ൌ െܸ݀݌ ൅ ݀ܳ. 

0.1

For adiabatic processes ݀ܧ ൅ ܸ݀݌ ൌ 0 and its time derivative is ܧሶ ൅ 	݌ ሶܸ ൌ
0.  

0.1 

For the sphere   ሶܸ ൌ ܸ	ሺ3	 ሶܽ /ܽሻ   0.1 

Its total energy  is ܧ ൌ ሻݐሻܸሺݐሺߩ ܿଶ   0.2 

Therefore  ܧሶ ൌ ቀߩሶ ൅ 3	
௔ሶ

௔
ቁ ܸܿଶ   0.1 

It yields  

ሶߩ ൅ 3 ቀߩ ൅
݌
ܿଶ
ቁ
ሶܽ
ܽ
ൌ 0 

0.2 

Therefore, we have ܣଶ ൌ 3.  0.1 

Total  0.9 
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Question A.3 

Answer  Marks 

Interpreting ߩሺݐሻܿଶ as total energy density, and substituting  ௣
ሺ௧ሻ

௖మ
ൌ   ሻݐሺߩ	ݓ

in to the 2nd Friedmann equation yields: 

ሶߩ ൅ 3 ሺ1ߩ ൅ ሻݓ
ሶܽ
ܽ
ൌ 0 

0.1 

ߩ ∝ ܽିଷሺ௪ାଵሻ  0.2 

(i) In case of radiation, photon as example, the energy is given by ܧ௥ ൌ
ߥ݄ ൌ ௥ߩ then its energy density ߣ/݄ܿ ൌ

ாೝ
௏
∝ ܽିସ so that ݓ௥ ൌ

ଵ

ଷ
 

0.3 

(ii)  In case of nonrelativistic matter,  its energy density nearly ߩ௠ ≃ ௠బ௖మ

௏
∝

ܽିଷ since dominant energy comes from its rest energy ݉଴ܿଶ, so that ݓ௠ ൌ
0 

0.3 

(iii) For a constant energy density, let say ߳ஃ ൌ constant, ߳ஃ ∝ ܽ଴ so that 
ஃݓ ൌ െ1. 

0.3 

Total  1.2 
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Question A.4 

Answer  Marks 

(i) In case of ݇ ൌ 0, for radiation  we have ߩ௥ܽସ ൌ constant. So by comparing 

the parameters values with their present value,  ߩ௥ሺݐሻܽସሺݐሻ ൌ ௥଴ܽ଴ߩ
ସ,  

ቀ
௔ሶ

௔
ቁ
ଶ
ൌ

଼గீ

ଷ
௥଴ߩ	 ቀ

௔బ
௔
ቁ
ସ
.    

׬ ܽ	݀ܽ ൌ
ଵ

ଶ
ܽଶ ൅ ܭ ൌ ቀ

଼గீ

ଷ
௥଴ܽ଴ߩ

ସቁ
భ
మ   .ݐ

0.2 

Because ܽሺݐ ൌ 0ሻ ൌ 0, ܭ ൌ 0, then

ܽሺݐሻ ൌ ሺ2ሻ
భ
మ 	ቀ

଼	గீ

ଷ
௥଴ܽ଴ߩ	

ସቁ
భ
ర ݐ	

భ
మ ൌ ሺ2ܪ଴ሻ

భ
మ	ݐ	

భ
మ . 

where ܪ଴ ൌ ቀ
଼గீ

ଷ
௥଴ቁߩ	

భ
మ
 after taking ܽ଴ ൌ 1. 

0.2

(ii)  for  non‐relativistic  matter  domination,  using  ሻݐሻܽଷሺݐ௠ሺߩ ൌ ௠଴ܽ଴ߩ
ଷ,    and 

similar way  we will get 

ܽሺݐሻ ൌ ቀଷ
ଶ
ቁ
మ
య 	ቀ

଼	గீ

ଷ
௠଴ܽ଴ߩ	

ସቁ
భ
య ݐ	

మ
య ൌ ቀ

ଷுబ
ଶ
ቁ
మ
య ݐ	

మ
య. 

where ܪ଴ ൌ ቀ
଼గீ

ଷ
௠଴ቁߩ

భ
మ
. 

0.4

(iii) for constant energy density,  

ln ܽ ൌ ݐ଴ܪ ൅  ′ܭ

Where ܭ′ is integration constant and ܪ଴ ൌ ቀ
଼	గீ

ଷ
ஃቁߩ	

భ
మ
.  Taking condition ܽ଴ ൌ

1,	 

ln ൬
ܽ
ܽ଴
൰ ൌ ݐ଴ሺܪ െ  ଴ሻݐ

ܽሺݐሻ ൌ ݁ுబሺ௧ି௧బሻ 

0.4 

Total  1.2 
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Question A.5 

Answer  Marks 

Condition for critical energy condition: 

ሻݐ௖ሺߩ ൌ
ଶܪ3

ܩߨ8
 

Friedmann equation can be written as 

ሻݐଶሺܪ ൌ ଶሺtሻΩሺtሻܪ െ
݇ܿଶ

ܴ଴
ଶܽଶሺݐሻ

 

ቀ
ோబ
మ

ୡమ
ቁ ܽଶܪଶሺΩ െ 1ሻ ൌ ݇                                   (A.5.1) 

0.1 

Total  0.1 

 

      Question A.6 

Answer  Marks 

Because  ቀ
ோబ
మ

ୡమ
ቁ ܽଶܪଶ 	൐ 0,  then  ݇ ൌ ൅1  corresponds  to  Ω ൐ 1,  ݇ ൌ െ1 

corresponds to Ω ൏ 1 and ݇ ൌ 0 corresponds to Ω ൌ 1 

0.3 

Total  0.3 

 



Solutions/ 
Marking Scheme 

 

 T3 
 

Page 6 of 10 

B.  Motivation To Introduce Inflation Phase and Its General Conditions 

Question B.1 

Answer  Marks 

Equation (A.5.1) shows that 

ሺΩ െ 1ሻ ൌ ௞௖మ

ோబ
మ 	

ଵ

௔ሶ మ
 .  

0.1

In a universe dominated by non‐relativistic matter or radiation, scale factor can 

be  written  as  a  function  of  time  as  ܽ ൌ ܽ଴ ቀ
௧

௧బ
ቁ
௣
  where  ݌ ൏ 1  ݌) ൌ 	

ଵ

ଶ
  for 

radiation and ݌ ൌ
ଶ

ଷ
 for non‐relativistic matter ) 

0.2 

ሺΩ െ 1ሻ ൌ ෨݇  ଶሺଵି௣ሻݐ 0.2 

Total  0.5 

Question B.2 

Answer  Marks 

For a period dominated by constant energy provides the solution ܽሺݐሻ ൌ ݁ு௧  so 
that  ሶܽ ൌ  ு௧݁ܪ

0.1 

ሺΩ െ 1ሻ ൌ
݇
ଶܪ ݐ

ିଶு௧ 
0.2 

Total  0.3 
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Question B.3 

Answer  Marks 

Inflation period  can be generated by  constant  energy period,  therefore  it  is  a 
phase where ݓ ൌ െ1 so that ݌ ൌ ଶܿߩݓ ൌ െܿߩଶ (negative pressure). 

0.2 

Differentiating Friedmann equation leads to 

ሶܽ ଶ ൌ
ܩߨ8
3

ଶܽߩ	 െ
݇ܿଶ

ܴ଴
ଶ  

2 ሶܽ ሷܽ ൌ 	
଼గீ

ଷ
	ሺߩሶܽଶ ൅ 	ܽߩ2 ሶܽ ሻ ൌ

଼గீ

ଷ
	ሺെ3	 ቀߩ ൅

௣

௖మ
ቁ ܽ ሶܽ ൅ ܽߩ2 ሶܽ ሻ. 

ሷܽ
ܽ
ൌ െ

ܩߨ4
3

ሺߩ ൅
݌3
ܿଶ
ሻ 

0.4 

So that because during inflation ݌ ൌ െܿߩଶ, it is equivalent with condition   ሷܽ ൐
0 (accelerated expansion) 

0.1 

As  a  result,    ሷܽ 	 ൌ ݀ሺ ሶܽ ሻ/݀ݐ	  ൌ ݀ሺܽܪሻ/݀ݐ ൐ 0  or  ݀ሺܽܪሻିଵ/݀ݐ ൏ 0  (shrinking 
Hubble radius). 

0.2

Total  0.9 

 

Question B.4 

Answer  Marks 

Inflation condition can be written as 
ௗሺ௔ுሻషభ

ௗ௧
൏ 0, with ܪ ൌ ሶܽ/ܽ as such 

݀ሺܽܪሻିଵ

ݐ݀
ൌ െ

ሶܽܪ ൅ ሶܪܽ

ሺܽܪሻଶ
ൌ െ

1
ܽ
ሺ1 െ ߳ሻ ൏ 0 ⟹ ߳ ൏ 1 

0.2 

Total  0.2 
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C.  Inflation Generated by Homogenously Distributed Matter 

 

Question C.1 

Answer  Marks 

Differentiating  equations (4)  and employing equation 4 we can get 

ሶܪܪ2 ൌ
ଵ

ଷெ೛೗
మ ቂ߶ሶ߶ሷ ൅ ቀ

డ௏

డథ
ቁ߶ሶ ቃ ൌ

ଵ

ଷெ೛೗
మ ሾെ3ܪ	߶ሶ ଶሿ  

ሶܪ ൌ െ
1
2
߶ሶ ଶ

௣௟ܯ
ଶ  

0.3 

Therefore  ߳ ൌ
ଵ

ଶ

థሶ మ

ெ೛೗
మ ுమ

  0.1 

The  inflation  can  occur  when  the  potential  energy  dominates  the  particle’s 

energy ሺ߶ሶ ଶ ≪ ܸ)  such that ܪଶ ൎ ܸ/ሺ3ܯ௣௟
ଶ ሻ. 

0.2 

Slow‐roll approximation:    3ܪ߶ሶ ൎ െܸ′  0.1 

Implies 

߳ ൎ
ெ೛೗
మ

ଶ
ቀ
௏ᇲ

௏
ቁ
ଶ
                                             (C.1.1) 

0.3 

we also have 

ሶܪ3 ߶ሶ ൅ ሷ߶ܪ3 ൌ െܸᇱᇱ߶ሶ  

	ߜ ൌ െ
థሷ

ுథሶ
ൌ

௏ᇲᇲ

ଷுమ
െ ߳  

Therefore 

௏ߟ ൎ ௉௟ܯ
ଶ ௏ᇲᇲ

௏
                                              (C.1.2) 

0.4 

dܰ ൌ ݐ݀	ܪ ൌ ቀ
ு

థሶ
ቁ ݀߶ ൎ െ ଵ

ெ೛೗
మ ሺܸ/ܸ′ሻ ݀߶                    (C.1.3) 

ௗே

ௗథ
ൎ െ

ଵ

ெ೛೗
మ ሺܸ/ܸ′ሻ 

0.3 

Total  1.7 
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D. Inflation with A Simple Potential  

 

Question D.1 

Answer  Marks 

Inflation ends at ߳ ൌ 1. Using ܸሺ߶ሻ ൌ Λସ൫߶/ܯ௣௟൯
௡
 yields 

߳ ൌ
௣௟ܯ
ଶ

2
൤
݊

߶end
൨
ଶ

ൌ 1 ⟹ ߶௘௡ௗ ൌ
݊

√2
௣௟ܯ  

0.5 

Total 
0.5 

 

 

 

 

Question D.2 

Answer  Marks 

From equations (C.1.1), (C.1.2) and (C.1.3) we can obtain 

ܰ ൌ െቈ
߶
௣௟ܯ

቉
ଶ 1
2݊

൅ 	ߚ

where	ߚ	is	a	integration	constant.	As	ܰ ൌ 0	at	߶௘௡ௗ	then	ߚ ൌ
௡

ସ
.	

ܰ ൌ െ ቈ
߶
௣௟ܯ

቉
ଶ 1
2݊

൅
݊
4
	

0.2 

௏ߟ ൌ ݊ሺ݊ െ 1ሻ ൤
௣௟ܯ

߶
൨
ଶ

ൌ
2ሺ݊ െ 1ሻ
݊ െ 4ܰ

 
0.2

ߝ ൌ
݊ଶ

2
൤
௣௟ܯ

߶
൨
ଶ

ൌ
݊

݊ െ 4ܰ
 

0.2 

so that 

ݎ ൌ ߝ16 ൌ
16݊

݊ െ 4ܰ
 

0.1 
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݊௦ ൌ 1 ൅ ௏ߟ2 െ 6߳ ൌ 1 െ
2ሺ݊ ൅ 2ሻ
ሺ݊ െ 4ܰሻ

 
0.1 

To obtain the observational constraint ݊௦ ൌ 0.968  we need  ݊ ൌ െ5.93 which 
is inconsistent with the condition ݎ ൏ 0.12.  There is no a closest integer ݊	that 
can  obtains  ݎ ൏ 0.12.  As  example,  for  ݊ ൌ െ6  leads  a  contradiction  0 ൏
ሺെ0.27ሻ and for ݊ ൌ െ5 leads a contradiction 0 ൏ ሺെ0.2ሻ.  

  

0.1 

Total  0.9 

 

 

 


